OPCION A

Ejercicio 1 de la Opcion A de sobrantes 4 de 2001.

(a) [1'25 puntos] Determina el valor de las constantes a y b sabiendo que la gréfica de la funcién f :0 - O
i <
definida por f(x) = € s! x<0 admite recta tangente en el punto (0,1).
axtb si x>0

(b) [1'25 puntos] ¢ Existen constantes c y d para las cuales la grafica de la funcién g :0 — O definida por g(x)

-X

e* si x<0 . s
=1, ) admite recta tangente en el punto (0,1)? (justifica la respuesta)
cx“+d si x>0

Solucién
(a)
Como f(x) admite recta tangente en (0,1), nos dice que es derivable en x = 0, continua en x = 0 y ademas
f(0) = 1.

X

- i < - i <
(x) = e s! x<0 ; Fi(x) = e Sf x<0
ax+tb si x>0 a si x>0

-X

Como es continuaen x =0, f(0) = lim f(x) = lim f(x)
Xx- 0" x- 0"
f(0) = lim f(x):lingf(x):lirrl)(e'): e=1
X- 0" X - X -
x<0
lim f(x) =Iimo f(x) = Iimo(ax+ b)=b ; portantob =1
x- 0" X— X
x>0
Como es derivable en x =0, f(0%) =f*(07)
f/0") = lim f'(x) = Iimof‘(x) = Iimo(a) =a
x- 07" X - X -
x>0
f'(07) = Ilim f‘(x):Iian‘(x):IinL(-e'X):-eO: -1; portantoa=-1
X 0~ X - X -
x<0

(b)
Sig(x) :{

-X

e si x<0

) . adimite recta tangente en (0,1) tiene que ser derivable en x = 0, continua en
cx“+d si x>0

, . . -e” si x<0
x =0y ademas g(0) = 1. Su derivada seria g ‘(x) = )
2cx si x>0

Sies continuaenx =0, g(0) = lim g (x) = lim g(x)
Xx- 0" x- 0"
g (0) = lim g(x):lingg(x):lirrl)(e'): e’=1
X- 0" X - X -
x<0
lim g (x)= Iim0 gx) = Iim0 (cx*+d)=d ; portantod =1
x- 0" X— X
x>0
Si es derivableenx=0,g(0") =g‘(0")
g‘(0M)=1lm g'(x) = Iimo g‘x)= Iim0 (2cx) =0
x- 0" X - X -
x>0
g'07)=lim g‘x) =lm g‘(x) =lim (-e ") =-e %= _1; portanto , lo cual es absurdo.
X- 0" X - X -
x<0
Ejercicio 2 de la Opcion A de sobrantes 4 de 2001.

1-vV1-x

2

-3x

Calcula (a) [125 puntos] lim (b) [1'25 puntos] lim x°@

X
Solucién
1
— ——=(-2x)
_ _ 2 _ _ 2 2
(@) tim TV _IVIOT /0 ) (1 Hepital) = lim 21X (operoy simplifico} = lim — 2~ =
X- 0 X 0 X0 2X X0 2x [P 1_X2
. 1 1
= lim ==_=1/2.
0212 241
x2 2 2

3x

(b) lim X’ = lim 5= (@ 0 }{L'Hopital} = lim 3&%: (o e }{LHopital) = fim =50 = (2/0) =0



Ejercicio 3 de la Opcion A de sobrantes 4 de 2001.

10 -1 1 2
[2'5 puntos] Determina la matriz X tal que AX —3B = O3, siendoA={2 3 -7| y B=|-1 0].
01 -2 -2 1

Solucion
AX — 3B = 03, AX = 3B.
Si JA| # 0 puedo multiplicar por la matriz inversa A™ y tendria X = A"3B = 3A'B

1 0 -1
Al=|2 3 -7|=1(1)-0+(-1)(2)=1-2=-1%0. PortantoexisteA_lzﬁﬂkdj(At)

01 -2

1 2 0 1 -1 3 1 -13) (11 -3
A'=|0 3 1/[; Adj(AY)=|4 -2 5/; At=Lha 2 5|=|4 2 s

17 -2 2 -1 3 Tl a3 l21 3

-11 -3)(1 2 4 -5 12 -15
Luego X =3A"'B=3|-4 2 5|/ -1 0|=3|4 -13|=|12 -39
21 -3)\2 1 3 -7 9 -21

Ejercicio 4 de la Opcion A de sobrantes 4 de 2001.-

[2'5 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de A(0,-1,1) con respecto a la recta X—25 —y= ZTZ

Solucién
El simétrico de A respecto r es el simétrico de A respecto del punto B, siendo B = r n 11 con T el plano
perpendicular a r por A, por tanto el vector normal de Ttes el vector director de r

A A
X=5+2A
La recta en paramétricas r= qy = A . Un vector director de r es v = (2,1,3) que es el normal de 1t
z=2+3A
nm=2(x—-0)+1(y+1)+3(z-1)=0=2x+y+3z-2=0

B=rnm

2(5 +2A) + 1(A) + 3(2+3A) = 0. Operando 14\ + 14 =0, de donde A = - 1.

El punto B es B(5 +2(-1), -1, 2+3(-1)) = B(3,-1,-1)

B es el punto medio del segmento AA’, siendo A’ el simétrico del A pedido, luegp

(3,-1,-1) = ((0+x)/2, (-1+y)/2, (1+2)/2). Igualando nos queda x =6,y =-1 y z =-3, luego el simétrico es
A'(6,-1,-3)

OPCION B

Ejercicio 1 de la Opcion B de sobrantes 4 de 2001.
Seaf: O - O lafuncién definida por f(x) = -2x> — 9x* —12x
(a) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(b) [1'5 puntos] Determina los extremos relativos a y 3 de f con a <  y calcula jB f(x) dx

Solucion
f(x) = -2x% — 9% —12x
f{(x) = -6x° — 18x —12



f'‘)=0 - 6x°—18x -12=0 - X* +3x + 2 =0, cuyas soluciones son x = -1y x = -2, que seran los
posibles maximos o0 minimos de la funcion

Gréficamente
maximo / mm\
o (]
-2 -1
f(-3)<0 f‘(-1'5) > 0 f0)<0
f(x) decrece f(x) crece f(x) decrece

f(x) decrece en ( - o, -2)0(-1, + ), crece en (-2, -1). Tendria un maximo relativo en x = -1 con valor

f(-1) = 5, porque a la izquierda de —1 crece y a su derecha decrece,y un minimo relativo en x = -2 con valor
f(-2) = 4, porque a la izquierda de —2 decrece y a su derecha crece.

Aungue no la piden la grafica es

4 3 2 1 \ 1
(b) Los extremos relativos ya los hemos calculado que son x =-2 yx =-1.
—2x*  -ox®  -12x2 | _
3 2 |,
= [(-1/2(-1)* -3(-1)>-6(-1)% ) — ( -1/2(-2)* =3(-2)*-6(-2)* )] = (-7/2) — (-8) = 9/2

J'__zl (-2x% — 9x* —12x) dx =

Ejercicio 2 de la Opcion B de sobrantes 4 de 2001.
[2'5 puntos] Determina las dimensiones de una puerta formada por un rectangulo y un
semicirculo (como en la figura), sabiendo que es la que tiene un perimetro minimo entre
las que tienen area igual a 2 m®.

Solucion

El perimetro es P = 2y + x + (T72)x

Area = 2 = x[y + (1/2)ﬁTI(X/2)2 . Tenemos xiy = 2 - (TV8)IX2 de donde y = 2/x - (1/8)X. Sustituyendo en el
perimetro tenemos

P=2y+x+ (m2)x=2[2/x-(TV8)X]+ X + (T2)x = 4/x - (TV4)[X + X + (TV2)RX. Derivando tenemos

P ‘(x) = 4(-1/x%) - (174) + 1 + (172)

P‘(X)=0 - 4(-1/X%)-V4) +1+(1W2)=0 — 4/x°=- (14) + 1+ (102) = 1 + (1W4) = (4 + 1) / 4, de donde

2 16 4 ., . . .
X =16/(4 + ), con lo cual x = + =+ . (La solucién negativa no sirve pues es una longitud
(4+m avn Syien ( g p gitud)

P (x) = -4(-2)R -8

X
ComoP“(+‘/ 16 )=2+4+m7 >0,x= ‘f 16 €s un minimo
4+ 4+

Como P “(- ﬁ):—2\/4+77<0,x:-‘/ 16 €s un maximo
4+ 4+




Las dimensiones son por tanto x = \/44771 e y=2/x—(8)x = (24 +m)/4 - (1U8)( \/447;7)
Ejercicio 3 de la Opcion B de sobrantes 4 de 2001.
10 -2
ConsideralamatrizA=|1 1 1
110
(a) [1'5 puntos] Calcula el detreminante de las matrices: 2A, A*!y (A%") ™.
(b) [1 punto] Halla la matriz A ™.
Solucion
(a)
Sabemos que |k[A| = k"[JA|, siendo n el orden de la matriz A, y que |AB| = |A|(B|
Luego de AR ' = I, tenemos | AR | = | I | = | AlJA Y| = | I | = 1, pues el determinante de la matriz identidad
vale 1. De | A|JA ™| = 1, obtenemos |JA ™| = 1/ |A]. Con lo anterior ya lo resolvemos
10 -2
Al=L 1 1|=-1
110
|2A] = 2°A| = 8(-1) =- 8
|A3ll = |A|JA| 31 veces}A| = (-1)[(F1) 31 veces}(+1) = (-1)* =- 1
(A =1/(A)" =1/ (1) =-1
(b)
a1 ot
A A Adj(A)
1 11 -1 -2 2 -1 -2 2 1 2 -2
A'=[0 1 1|; AdjA)=|1 2 -3|; A‘lziM\dj(At) =1/(-1)|1 2 -3|=|-1 -2 3
2 10 0O -1 1 A 0O -1 1 0O 1 -1
Ejercicio 4 de la Opcion B de sobrantes 4 de 2001.
[2'5 puntos] Halla el punto de la recta x = Lzzzz—lg’ gue equidista del “punto A(1,2,1) y del origen de
coordenadas
Solucion
Ponemos la recta en paramétricas y elegimos un punto genérico
Xx=A
r=qy =-2+2].Un punto genérico seria X(A, -2+2\, 3-A)
z=3-4

Nos dicen que d(A,X) =d(O,X), es decir || AX|| = ||OX||
AX= (-1, 2\-4, -A+2); OX = (A, -2+2A, 3-A)
JA =17 +(24 - 4) +(=A+2)* = | AX|| = [|OX || =y/(A)? + (24 - 2)? + (3 - A)?

Elevando las raices al cuadrado y operando nos queda 8\ = 8, de donde A =1, y el punto pedido es
X(1, 2(1)-2, 3-1) = X(1, 0, 2)




